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Bevezetés
A kombinatív képesség, kombinatív gondolkodás az emberi értelem egyik leg-
érdekesebb funkciója, amely számos hétköznapi helyzetben, bonyolult prob-
lémamegoldásban és tudományos tevékenységben egyaránt szerepet kap. 
A kombinatív gondolkodásra minden olyan helyzetben szükség van, amikor 
meghatározott elemekből kell a feltételeknek megfelelő különböző összeállítá-
sokat létrehozni, lehetőség szerint minél többet, bizonyos esetekben az össze-
set. A kombinativitást filozófusok, matematikusok még tudományos eszközök-
kel való vizsgálata nélkül is sokféle intellektuális tevékenységgel kapcsolatba 
hozták, meghatározó szerepet tulajdonítottak neki a különböző alkotótevé-
kenységekben, újításokban, felfedezésekben és a fantázia működésében.
A modern pszichológia ugyancsak sokféle kontextusban tanulmányozza 
a kombinatív gondolkodást, központi szerepe van Piaget értelmifejlődés-el-
méletében, felfedezhető a problémamegoldás bizonyos mechanizmusaiban 
és a divergens gondolkodásban, kreativitásban is. A kombinatorika a modern 
matematika egyik leggyorsabban fejlődő ága, alkalmazása sok más diszcip-
línára kiterjed, ugyanakkor a kombinatorika tanítása hosszú ideig csak a fel-
sőoktatásban és a középiskolában kapott szerepet. A modern matematikata-
nítás azonban az egyszerű felsorolási feladatokat bevitte az első évfolyamok 
tanterveibe, és a gondolkodásfejlesztés egyik legfontosabb eszközének te-
kinti. Változatos összeállítások elkészítése különböző tárgyak, eszközök fel-
használásával játékos tevékenységek formájában egyaránt segítheti a fejlő-
dést és erősítheti a motivációt.
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A kombinatív képesség kvantitatív vizsgálatának és szisztematikus fej-
lesztésének is előfeltétele, hogy fejlődésének mérésére megfelelő eszkö-
zök álljanak rendelkezésre. A szegedi egyetemen közel négy évtizedre visz-
szanyúló hagyománya van a kombinatív képesség kutatásának, és ezalatt 
különböző tesztek készültek a kombinatív képesség felmérésére. A kom-
binatív gondolkodás autentikus felmérése csak a változatos összeállítások 
létrehozásán keresztül valósítható meg, az eszközökkel készített összeállí-
tások regisztrálása, a papíralapon végzett felsorolások kiértékelése, számí-
tógépen való rögzítése azonban időigényes és költséges feladat. E feltételek 
miatt a kutatási célokra jól használható tesztek nem kerülhettek át az iskolai 
gyakorlatba, nem válhattak a pedagógiai munkát támogató eszközzé.
Ugyanazok a körülmények, amelyek korlátozták a papíralapú kombina-
tív tesztek gyakorlati alkalmazását, egyben ideális feltételeket teremtenek 
a számítógépes tesztelés számára. Számítógépen könnyen, változatos for-
mában elő lehet állítani kombinatív feladatokat, a tesztet megoldó tanuló a 
képernyőn mozgatva az egyes objektumokat valódi konstrukciós tevékeny-
séget folytathat. Mindemellett a számítógép bonyolult kiértékelési algorit-
must alkalmazva azonnal értékeli a megoldás eredményét is.
Ebben a fejezetben a kombinatív képesség számítógépes felmérése ér-
dekében végzett fejlesztő munka első lépéseit mutatjuk be. Azt kívánjuk 
szemléltetni, hogy a számítógép alkalmazása a kombinatív gondolkodás 
felmérése esetében is rendkívüli előnyökkel jár: nem csupán lehetséges az 
online felmérés, hanem a technológia alkalmazása megoldja azokat a prob-
lémákat is, amelyek akadályozták a papíralapú tesztek gyakorlati alkalma-
zását.
A kombinatív képesség mérésének elméleti háttere
Pedagógiai (pszichológiai) szempontból kombinatív képességen azt az 
alapvető képességet értjük, amely lehetővé teszi megadott (vagy rendel-
kezésre álló) elemekből megadott (vagy a kontextusból kikövetkeztethető) 
feltételeknek megfelelő összeállítások létrehozását, felsorolását. Megneve-
zésére szinonimaként használjuk a kombinatív gondolkodást, amely köze-
lebb áll az angol combinatorial reasoning terminushoz.
A kombinatív képesség elemei, egyszerűbb műveletei mindenkiben ki-
alakulnak formális oktatás nélkül is, rendszeres gyakorlással azonban a 
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kombinatív képesség nagymértékben fejleszthető. A kombinatív képesség 
az összeállítások létrehozására, felsorolására irányul, az ezzel analóg mate-
matikai terület a felsorolási problémákat (enumeration problems) tanulmá-
nyozza. A matematikában és annak sok gyakorlati alkalmazásában, továbbá 
a matematikatanításban is nagyobb szerepet kap a lehetséges kombinációk 
számának meghatározása (kiszámítási problémák), ez azonban nem tárgya 
a kombinatív képesség tanulmányozásának.
A kombinatív képesség fejlődését sokféle kontextusban vizsgálták, el-
sősorban pszichológiai szempontból, másrészt pedig mint az új matemati-
katanítási koncepció egyik érdekes lehetőségét, továbbá a szerepét a való-
színűségi gondolkodás és korrelatív gondolkodás kialakulásában. 
A kombinatív gondolkodásnak az értelmi fejlődésben betöltött szerepét 
legrészletesebben Jean Piaget elemezte. Piaget modelljében a kombinatív 
műveletek a kétváltozós logikai műveletek kialakulásában kapnak szerepet, 
többféle módon is. Egyrészt az egyes elemi kijelentések igazságértékének 
(igaz, hamis) kombinálásával adódik az összetett ítéletek 2 x 2 cellából ál-
ló igazságtáblázata. Másrészt ennek az igazságtáblázatnak 16-féle kitöltési 
lehetősége van (mind a négy helyen kétféle érték állhat: 2 x 2 x 2 x 2), ami 
definiálja a 16 kétváltozós logikai műveletet. Végül négy elem összes rész-
halmazának képzése is előállítja a 16 kétváltozós logikai műveletet, és ez 
adja azt a hálóstruktúrát is, amely keretbe foglalja a formális gondolkodás 
kialakulását (Inhelder és Piaget, 1967, Csapó, 1988). Kitüntetett szerepük-
nek megfelelően Piaget közvetlenül is vizsgálta a kombinatív műveletek 
fejlődését. Kísérleteiben a gyerekeknek olyan feladatokat kellett megolda-
niuk, amelyekben szükségszerűen különböző összeállításokat kellett létre-
hozni, például négy színtelen folyadék felhasználásával meg kellett találni-
uk, miképp lehet bizonyos vegyítésükkel egy adott színreakciót kiváltani.
A kombinatív gondolkodás elemei korán kialakulnak, és viszonylag 
könnyen lehet olyan feladatokat készítetni, eszközöket létrehozni, szituá-
ciókat, játékos helyzeteket teremteni, amelyekben ki lehet váltani a kom-
binatív gondolkodást. English (1991) és Poddiakov (2011) is végzett olyan 
vizsgálatokat, amelyekben már négyéves gyermekek is részt vettek.
Piaget munkái nagy hatást gyakoroltak az új matematikatanítás mód-
szereinek kialakítására (Dienes, 1973). Ennek keretében a tanulók elő-
ször különböző eszközökkel, tárgyakkal végezték el a műveleteket, majd 
azok belsővé válásával, interiorizációjával alakultak ki az értelem műveleti 
struktúrái. A logikai és halmazműveletek mellett a kombinatív műveletek is 
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érdekes gyakorlatok végzésére teremtenek lehetőséget, és mind a matema-
tikatanításhoz kapcsolódóan, mind azon túl számos vizsgálatot inspiráltak 
(Kishta, 1979; English, 1993; Schröder, Bödeker, Edelstein és Teo, 2000; 
Lockwood, 2013). A kombinatív gondolkodás vizsgálata és fejlesztése mind 
nagyobb szerepet kap a középiskola és felsőoktatás szintjén is (DeTemple 
és Webb, 2014; Maher, Powell és Uptegrove, 2011).
A kombinatív gondolkodás fontos szerepet játszik a természettudomá-
nyos gondolkodás fejlődésében. A korai szakaszban a kísérletek megterve-
zésében (Poddiakov, 2011), a változók különböző értékeinek kombinálásá-
ban (több ismert Piaget-kísérletben is szükség van erre), később a függő és 
független változók, az okok és okozatok kapcsolatának elemzésében (Adey 
és Csapó, 2012). A komplex problémamegoldásban a jelenségek releváns 
változóinak azonosításában, a változók lehetséges értékkombinációinak 
szisztematikus vizsgálatában kap szerepet a kombinatív gondolkodás. 
A kreativitást, divergens gondolkodást igénylő feladatokban, bizonyos 
helyzetekben ugyancsak szükség van a sokféle összeállítás elkészítésére, 
majd azok értékelésére, és közülük a legalkalmasabbaknak a kiválasztásá-
ra (Simonton, 2010). Ezt a tulajdonságot egyes kreativitásmodellek a va-
rianciafaktorral veszik figyelembe. A kombinatív gondolkodás fejlettsége 
segítheti a művészi fantázia kibontakozását, a képzőművészeti alkotások 
variabilitását is (Zombori, 1992). Fishbein és Grosman (1997) azt állapí-
totta meg, hogy sok esetben az intuíció is a kombinatív sémákra épül, és 
így a kombinatív gondolkodás fejlesztését fel lehet használni az intuíció 
fejlesztésére is.
A kombinatív képesség felmérése papíralapú tesztekkel
Azoknak a kombinatívképesség-teszteknek a fejlesztése, amelyek a jelenle-
gi online tesztek előzményeként szolgáltak, az 1970-es évek végén kezdő-
dött a tartalmi keretek kidolgozásával (Csapó, 1979). Ezt követően került 
sor egy részletes műveletrendszer kidolgozására, amely számításba vette 
azokat a kombinatív műveleteket, amelyek hétköznapi tevékenységek so-
rán felmerülhetnek.
Az így elkészült rendszer nyolc fő műveletet, összesen 37 különböző 
feladatstruktúrát tartalmazott. Mindegyik művelet feladatstruktúrái a meg-
valósítható legkisebb elemszámmal kezdődtek, és növekvő bonyolultságú 
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(elemszámú) feladatokat tartalmaztak addig, amíg áttekinthető mennyiségű 
változók és értékek voltak a feladatokban. Ezekhez tesztek készültek, mind-
egyik feladatstruktúrához három különböző (manipulatív, képi és formális) 
tartalommal, összesen 111 feladattal. Az egyes tartalmakhoz készült 37 fel-
adat megoldásához nagyjából két tanórára volt szükség, így mindegyik tar-
talom feladatai két-két tesztbe kerültek, azaz a teljes feladatsorból összesen 
hat, egy-egy tanóra alatt megoldható teszt készült. Ezekkel a tesztekkel két 
életkorban került sor a felmérésekre. A manipulatív feladatokban a tanu-
lók egyszerű eszközökből (színes pálcikák, lapok) összerakták a feltéte-
leknek megfelelő összeállításokat, a képi feladatokban pedig kis képeken 
valódi helyzetekhez hasonlító összeállításokat jelöltek be (pl. ruhadarabok 
kiválasztása különböző öltözetekhez, gyümölcsök elosztása, pénzérmékből 
sokféle összeg elkészítése). A formális feladatokban betűkből és számokból 
kellett különböző összeállításokat készíteni, felsorolni. A háromféle tarta-
lom különbözőképpen segíthette az összes lehetőség megtalálását. A mani-
pulatív feladatokban lehetőség volt a tárgyak fizikai mozgatására, az össze-
állítások átrendezésére, a formális tartalomnál pedig a betűknek, illetve a 
számoknak a sorrendisége segíthette az összeállítások szisztematikus felso-
rolását (Csapó, 1983, 1988).
Ezek a tesztek lehetőséget nyújtottak különböző speciális kérések vizs-
gálatára is. Például a matematikai szempontból egymásnak megfeleltethe-
tő, izomorf szerkezetű feladatok megoldásának összehasonlítása megmu-
tatta, hogy a fejlődés különböző szintjein másként jelenik meg a tartalom 
vagy a szerkezet dominanciája (Csapó, 1985). A felsorolások sorrendje pe-
dig a tanulók gondolkodási stratégiájának lenyomataként érdekes lehetősé-
get teremtett a kvalitatív adatelemzés számára (Csapó, 1987a).
A kombinatív gondolkodás fiatalabb korban való vizsgálatára további 
tesztek készültek (Nagy, 2004; Hajdúné Holló, 2004). Az ezekkel végzett 
felmérések megmutatták, hogy a kombinatív gondolkodás elemei már az 
iskola első éveiben vagy még korábban megjelennek.
A kombinatív képesség volt az egyik területe (a rendszerezési és a lo-
gikai mellett) a műveleti képességek fejlesztésére irányuló kísérletnek. 
A tartalomba ágyazott fejlesztésre két különböző életkorban került sor, 
mindegyik esetben két különböző tantárgyban (4. évfolyamon környezet- 
ismeret és nyelvtan, hetedik évfolyamon kémia és fizika) készültek el a fej-
lesztő gyakorlatok. A három képesség közül a kombinatív képesség bizo-
nyult leginkább fejleszthetőnek (Csapó, 1987b, 1990, 1992).
372
Csapó Benő és Pásztor Attila
A korábbi felmérés eredményei alapján regresszióelemzés segítségével 
végzett optimalizálással készült egy rövidített, egy tanóra alatt megoldható 
teszt. Ez hat feladatstruktúrából állt, mindegyikhez kétféle (képi és formá-
lis) tartalmú feladatokkal. Ezzel a 12 feladatot tartalmazó teszttel sor ke-
rült egy országos reprezentatív mintán végzett felmérésre is (Csapó, 2001). 
A keresztmetszeti fejlődésvizsgálatban a 3., 5., 7., 9. és 11. évfolyamok vet-
tek részt. Az eredmények szerint ebben az életkori intervallumban a kombi-
natív képesség fejlődése nem szabályos, logisztikus görbének feleltethető 
meg, hanem a fejlődésgörbe inkább két egymás utáni logisztikus folyama-
tot tükröz, ami arra utalhat, hogy közben egy strukturális átrendeződés is 
végbemegy. Az e fejezetben bemutatott, digitalizált mérőeszköz is ennek a 
tesztváltozatnak a felhasználásával készült el.
A feladatok digitalizálása, az online felmérés tesztje
A papíralapúról a technológiaalapú tesztelésre való áttérésnek sokféle oka 
lehet. Mindenekelőtt számítógéppel sokkal gyorsabban és hatékonyabban 
lehet a méréseket elvégezni, általában megoldható az automatikus kiérté-
kelés, és azonnal rendelkezésre állnak az eredmények (Csapó, Ainley, Ben-
nett, Latour és Law, 2012). Ugyanakkor nem minden feladatformátumot 
lehet számítógépre átültetni, és bizonyos esetekben jelentős különbségek 
lehetnek a kétféle médiummal megvalósított mérések eredményei között. 
Bizonyos területeken viszont a számítógép kínál olyan lehetőségeket, ame-
lyek papíron nem valósíthatóak meg, és olyan autentikus, a valódi hely-
zetekhez közelebb álló feladatokat is létre lehet hozni, amelyeket papíron 
nem. Az itt bemutatott vizsgálatban a digitalizálás lehetőségeit és a számí-
tógépes tesztelés fiatalkorban való alkalmazhatóságát térképezzük fel, így 
sem a médiahatás elemzésére, sem a számítógép által kínált innovatív item-
formátumok tágabb lehetőségeinek kihasználására nem törekedtünk.
Az online kombinatív teszt elkészítéséhez felhasznált korábbi, 12 felada-
tot tartalmazó, papíralapú tesztben megjelenő műveleteket és a teszt szerke-
zetét a 15.1. táblázat mutatja. A táblázatban feltüntetett felsorolások egyben 
azokat az összeállításokat tüntetik fel, amelyeket a tanulóknak a papíralapú 
tesztek formális felsorolásaiban is használniuk kellett.
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15.1. táblázat. Az online teszt kidolgozásához felhasznált teszt szerkezete (Csapó, 
2001 alapján, 513. o.)
Formális 
feladatok 
sorszáma
Képi fel-
adatok 
sorszáma
Feladat típusa A konstrukciók formális felsorolása
1. 11. Ismétléses variá-ciók
AAA, AAB, ABA, ABB,
BAA, BAB, BBA, BBB
2. 10.
Ismétlés nélküli 
variációk
AB, AC, AD, AE, BA, BC, BD, BE, 
CA, CB, CD, CE, DA, DB, DC, DE, 
EA, EB, EC, ED
3. 12. Ismétlés nélküli kombinációk
ABC, ABD, ABE, ACD, ACE,
ADE, BCD, BCE, BDE, CDE
4. 9.
Az összes ismét-
lés variáció 
A, B, C, D, AA, AB, AC, AD, BA, 
BB, BC, BD, CA, CB, CC, CD, DA, 
DB, DC, DE
5. 8.
Az összes rész-
halmaz
A, B, C, D, AB, AC, AD, BC, BD, 
CD,
ABC, ABD, ACD, BCD, ABCD
6. 7. Descartes-féle szorzatok
A1, A2, A3, B1, B2, B3,
C1, C2, C3, D1, D2, D3
A számítógépre való átültetéskor a formális feladatokkal kapcsolatban mó-
dosítást jelentett, hogy az eredeti tesztben szereplő ABCDE betűket a billenty-
űzet kiosztásnak megfelelő ASDFG karakterekre cseréltük (15.1.–15.2. ábra). 
Ez a módosítás könnyítést jelenthetett a gépelési nehézségekkel küzdő tanulók-
nak, mert csak az egymás mellett levő betűket kellett használniuk. Ugyanakkor 
így a formális feladatok bizonyos értelemben a manipulációt igénylő feladattí-
pus felé mozdultak el, hiszen ezáltal a billentyűzeten sorban elhelyezett karak-
terekből kellett a konstrukciókat létrehozni, és elveszett az ABC betűinek ter-
mészetes sorrendisége, ami megnehezíthette az összeállítások szisztematikus 
felsorolását. Az itt vizsgált fiatalabb életkorban ez feltehetően kevesebb gondot 
okozott, de idősebb, a billentyűzetet jobban ismerő és a formális gondolkodás 
kialakulásához közelebb álló tanulók esetében megfontolandó az ABC első be-
tűinek használata, hasonlóan a korábbi papíralapú tesztekhez.
Bár úgy tűnik, minden más tekintetben megegyezik az online és a pa-
píralapú teszt, további különbséget jelenthet, hogy a papíron a tanulók két 
dimenzióban rendezhették el a konstrukcióikat (oszlopokban és sorokban), 
a képernyőn csak egy egydimenziós felsorolást tudtak létrehozni. Ez a kü-
lönbség is csak a formálisan gondolkodó tanulók esetében jelentkezhetett.
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15.1. ábra. Példafeladat az ismétlés nélküli variációra formális tartalmon
15.2. ábra. Példafeladat a Descartes-féle szorzatok képzésére formális tartalmon
A képi feladatok esetében a papíralapú médiumon a diákoknak rajzolás-
sal (vonalak húzásával, karikázással) kellett a válaszokat megadniuk, az 
online felületen pedig a képek mozgatásával (vonszolással, drag and drop), 
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illetve kattintással lehetett létrehozni a különböző összeállításokat. A 15.3. 
ábra a Descartes-féle szorzatok képzéséhez tartozó online feladatot mutatja 
be. Ezt a feladattípust (ruhadarabokból készített összeállítások) több kutató 
is alkalmazta már, például English (1991) négyéves gyermekek vizsgálatá-
ra is alkalmasnak találta. Az eredeti, papíralapú feladatban minden egyes 
kis képen szerepeltek a felhasználható ruhadarabok, és a megfelelő ruhada-
raboktól egy kis vonalat kellett húzni a felhasználás helyére. A számítógé-
pes megvalósításnál csak egy helyen szerepel a felhasználható ruhakészlet, 
és az egérrel a helyére lehet húzni a megfelelő színű ruhadarabokat, termé-
szetesen mindegyikből bármennyit fel lehet használni. A részletgazdagabb 
színes képek és a mozgatás lehetősége eleve érdekesebbé teszi a feladatot, 
és az elkészült konstrukciókban is könnyebb az azonosságok/különbségek 
felismerése. Ezek az apró változtatások is autentikusabbá teszik a feladatot. 
Ugyanakkor a papíron megvalósított képi feladatokhoz viszonyítva itt is 
elmozdul a feladatmegoldás a manipulatív jelleg felé, mivel itt is objektu-
mokat kell mozgatni.
15.3. ábra. Példafeladat a Descartes-féle szorzatok képzésére képi tartalmon
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A 15.4. ábra a kombinációk összeállítására mutat be egy példát az online 
tesztből. Itt öt különböző gyümölcsből hármat kell kiválasztani, amit ösz-
szesen tízféleképpen lehet megtenni. Ezeket, illetve ezekből minél többet 
kell a diákoknak megtalálniuk. Papíralapon minden kis ábrán be kellett ka-
rikázni hármat, itt klikkeléssel lehet megadni a választ, megjelölni az éppen 
kiválasztott gyümölcsöket. A kétféle médium tevékenysége kissé itt is eltér 
egymástól, de a kétféle feladat még mindig viszonylag közel áll egymás-
hoz. Mivel itt egy már korábban jól bevált teszt digitalizálásáról van szó, 
nem törekedtünk a számítógép kínálta lehetőségek kihasználására. Ugyan-
akkor az autentikus feladatmegoldás felé lehet elmozdulni a feladat tovább-
fejlesztésével és alkalmazva a drag-and-drop technikát, például kosarakba 
lehet gyűjteni az éppen kiválasztott gyümölcsöket.
15.4. ábra. Példafeladat a kombinációk képzésére képi tartalmon
A teszt legelső, kis csoportban zajló kipróbálásakor mérőbiztosok segí-
tették az adatfelvételt, és fi gyelemmel kísérték a tanulók reakciót. A tere-
pen gyűjtött tapasztalatok azt mutatták, hogy a vizsgált korosztályban a sok 
szöveget és feltételt tartalmazó formális feladatok értelmezése nehézséget 
okozott a diákok számára, ezért jelen mérésben a formális tartalmú ismét-
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lés nélküli kombinációk (12. sz. feladat) és az összes részhalmaz képzése 
(8. sz. feladat) itemeket nem használtuk. Emellett az instrukciók értelme-
zésének problémája miatt 3. évfolyamon csak a hat képi tartalmú feladattal 
végeztünk méréseket. A felmérésben felhasznált feladatokat a 15.2. táblázat 
foglalja össze.
15.2. táblázat. Az online tesztben használt feladatok
Évfolyam Feladatok sorszáma
3. évfolyam 7., 8., 9., 10., 11., 12.
4. évfolyam 1., 2., 4., 6., 7., 8., 9., 10., 11., 12.
A vizsgálat céljai, mintái és az adatfelvétel  
körülményei
Az itt bemutatott vizsgálatnak az volt a fő célja, hogy feltérképezzük, mi-
képpen lehet egy korábban már sokszor alkalmazott, jó paraméterekkel ren-
delkező papíralapú kombinatívképesség-tesztet online technológiára átül-
tetni. Ennek érdekében kihasználtuk a technológia által kínált fontosabb 
előnyöket, más tekintetben viszont megőriztük az eredeti itemformátumhoz 
való hasonlóságot. A vizsgálat céljai konkrétan:
(1) a teszt pszichometriai jellemzőinek vizsgálata; 
(2) az évfolyamok és nemek közötti különbségek elemzése; és
(3)  a technológiaalapú értékelés további lehetőségeinek feltárása a kom-
binatív gondolkodás mérésében. 
Felmérésünkben hét általános iskola harmadik és negyedik osztályos ta-
nulói vettek részt. A minta jellemzőit a 15.3. táblázat foglalja össze.
15.3. táblázat. A felmérésben részt vevő tanulók jellemzése
Évfolyam Elemszám
Nemek aránya  
(gyakoriság)
Életkor* 
(év)
Fiú Lány Átlag Szórás
3. osztály 186 79 104 9,12 0,41
4. osztály 219 91 126 10,17 0,42
Összesen: 405 170 230 – –
* A 3. évfolyamon három, a 4. évfolyamon két tanuló nemre vonatkozó adata hiányzik.
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A tesztfeladatok előtt a diákoknak lehetőségük volt a konstrukciók meg-
adásához szükséges, egér- és billentyűzetkezelést igénylő műveletek gya-
korlására. A formális feladatok esetében egy sematikus billentyűzet képén 
kiemeltük a válaszok megadásához szükséges billentyűket (A, S, D, F, G, 1, 
2, 3, vessző, valamint az Enter, a Caps Lock és Backspace), majd rövid be-
tű-, illetve számsorok begépelését kértük. A képi feladatok gyakorlásához 
a tesztben is megjelenő képekre kattintást, illetve azok mozgatását kértük 
a diákoktól. A gyakorlófeladatok addig nem engedték tovább a tanulókat a 
tesztfeladatokra, amíg a gyakorlatokat hibátlanul nem teljesítették. Az adat-
felvétel az iskolák számítógéptermeiben, az eDia platform alkalmazásával 
történt. 
A kombinatív feladatok megoldásakor létrejövő konstrukciókat számos 
módon lehet kiértékelni és a megoldásokat számszerűsíteni. Vizsgálatunk-
ban azt a már számos felmérésben alkalmazott mutatót használtuk, amely 
a kiértékelés során figyelembe veszi a hibás és a felesleges konstrukció-
kat az összes lehetséges helyes konstrukcióhoz viszonyítva (Csapó, 1988). 
A mutató képlete a következő: 
J =
ahol: x: a megadott helyes konstrukciók száma, 
 y: a redundáns és hibás konstrukciók száma, 
 T: az összes lehetséges jó konstrukció száma.
A képletet alkalmazva minden feladat esetében egy 0–1 közötti értéket 
kapunk, ahol az 1-es érték jelenti az összes helyes konstrukció felsorolását 
felesleges konstrukciók megadása nélkül. A mérésben felhasznált teszt ma-
ximális pontszáma 3. évfolyamon így 6, míg 4. évfolyamon 10 pont. A ská-
la felbontása azonban sokkal érzékenyebb, mint 6 vagy 10 egység, hiszen a 
J értéke törtszám is lehet (Csapó, 2001). A papíralapú tesztváltozat esetén 
a mutató alkalmazása már 100 fős mintán is komoly humán erőforrást ve-
het igénybe, még akkor is, ha a feladatok száma kevés. A számítógép-alapú 
tesztváltozatba azonban egy ilyen kiértékelési mechanizmus könnyen be-
építhető. A jelen felmérésben alkalmazott online kombinatív teszt a vála-
szokat automatikusan kiértékelte, és a tesztek megoldását követően az ered-
ményről azonnali visszacsatolást nyújtott a tanulók számára. 
x(T – y)
T2
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A felmérés eredményei
A hat- és tízitemes tesztváltozatok reliabilitásmutatóit (Cronbach-α) összeg-
ző 15.4. táblázat értékei alapján megállapítható, hogy a feladatok mindkét 
évfolyamon jól mértek. Figyelembe véve az alacsony feladatszámot, ezek 
az értékek magasnak tekinthetőek. Összehasonlításként érdemes megemlí-
teni, hogy a korábban említett országos reprezentatív, öt évfolyamot átfogó 
felmérésben a papíralapú, 12 feladatot tartalmazó teszt reliabilitásmutató-
ja a teljes mintára (n = 9984) számítva α = 0,90 volt. További részletesebb 
elemzésekkel megmutatható a két életkorban felvett hatfeladatos képi tesz-
tek hasonló viselkedése (Pásztor, Csapó és Molnár, 2014; Csapó, Pásztor 
és Molnár, 2015).
15.4. táblázat. Az online kombinatív teszt reliabilitásmutatói
Évfolyam Itemek száma Cronbach-α
3. évfolyam 6 0,83
4. évfolyam 6 0,85
4. évfolyam 10 0,88
A tanulók sikeresen megoldották a próbafeladatokat, ami arra utal, hogy 
nem okozott számukra technikai nehézséget a számítógép használata. A hat 
feladatot tartalmazó tesztet a 3. osztályos tanulók átlagosan 25,7 perc alatt 
(szórás = 11,8 perc) oldották meg, a tízitemes teszt kitöltéséhez a 4. osztá-
lyos diákoknak átlagosan 33,2 percre (szórás = 14,2 perc) volt szükségük.
A kombinatív teszten elért átlagos eredményeket és a megfelelő szóráso-
kat a 15.5. táblázatban foglaltuk össze. A diákok átlagosan 50% alatt telje-
sítettek, 3. évfolyamon szignifikánsan nehezebbnek bizonyult a feladatsor. 
A magas szórások a feladatok megfelelő differenciáló erejére utalnak, 
ugyanakkor a teljesítményekben meglévő nagy egyéni különbségeket is jel-
zik. A mindkét évfolyam által megoldott hat feladaton a negyedikesek szig-
nifikánsan jobban teljesítettek (a különbség közel egyharmad szórásnyi), 
ami azt jelzi, hogy a teszt ebben a formában is alkalmas a fejlődés mérésére.
Az egyéni különbségek mértékét az eloszlásokat bemutató 15.5. ábra 
alapján tekinthetjük át. Az évfolyamon belüli jelentős különbségek mellett 
feltűnő, hogy a görbék nem a normál eloszlásnak megfelelő haranggörbe 
alakúak, sokkal inkább a bimodális eloszláshoz közelítenek. A 4. évfolya-
mos tanulók esetében különösen szembeötlő a görbe kiugrása a 60–70% 
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közötti intervallumban. Ez a bimodális jellegű eloszlás a tanulók eltérő fel-
adatmegoldási stratégiáira utalhatnak: az alacsonyabban teljesítőkre jel-
lemzőbb lehet a terv nélküli próbálgatás, míg a magasabb pontszámot elé-
rőknél a konstrukciók tervszerű, szisztematikus létrehozása jelenhet meg.
15.5. táblázat. Az kombinatív teszt eredményei évfolyamonkénti bontásban (%pont)
Feladatok 
száma
3. osztály 4. osztály A különbségek szignifi kanciája
Átlag Szórás Átlag Szórás t szign.
6 item 41,4 22,2 48,4 23,5 3,05 p < 0,01
10 item – – 43,2 23,5 – –
15.5. ábra. A kombinatív teszten elért teljesítmények eloszlása 
a két vizsgált évfolyamon
Az adatok részletesebb elemzése azt is megmutatja, hogy melyek azok a 
műveletek, amelyekben a 4. évfolyamosok jelentősebb előnyre tettek szert. 
A 15.6. táblázat adatai szerint az eltérésekért főként három művelettípus-
ban, az ismétléses és az ismétlés nélküli, valamint az összes ismétléses 
variációban megjelenő különbségek a felelősek. A 15.6. táblázatból az is 
leolvasható, hogy mindkét évfolyamon az ismétlés nélküli kombinációk, 
valamint az összes részhalmaz típusú feladatok okozták a legtöbb nehézsé-
get a tanulóknak, míg a legkevesebbet a Descartes-féle szorzatok.
Evfolyam sum_6_sp_COMB Evfolyam sum_6_sp_COMB 3.	évfolyam 4.	évfolyam
3 0,83 4 3,33 0-10 14 10 3.	évfolyam
3 2,17 4 4 	10-20 23 23 4.	évfolyam
3 2,83 4 5,17 20-30 29 29
3 3,17 4 5,67 30-40 23 22
3 3,17 4 5,83 40-50 27 24
3 5,83 4 6,67 50-60 28 27
3 5,83 4 7,17 60-70 19 43
3 6,5 4 8,33 70-80 17 20
3 8,17 4 8,67 80-90 3 13
3 8,17 4 9,5 90-100 3 8
3 8,67 4 10,83
3 9,83 4 11
3 9,83 4 12,17
3 9,83 4 12,5
3 10,67 4 12,5
3 10,83 4 13,67
3 11 4 13,83
3 11,17 4 14,5
3 11,67 4 15
3 11,83 4 15,17
3 12,17 4 15,33
3 12,5 4 15,5
3 12,67 4 15,83
3 12,67 4 16
3 12,67 4 17,67
3 13,33 4 17,67
3 15,33 4 18,17
3 15,5 4 18,17
3 15,5 4 18,67
3 15,67 4 19,33
3 15,83 4 19,33
3 16,67 4 19,33
3 17,33 4 19,83
3 17,33 4 20,33
3 18,33 4 21
3 18,33 4 21,83
3 19,5 4 22,17
3 20,33 4 23,33
3 21,17 4 23,67
3 21,67 4 23,83
3 22,33 4 24,67
3 22,5 4 24,83
3 22,67 4 25,83
3 22,83 4 25,83
3 23 4 26,17
3 24 4 26,83
3 24 4 27
3 24 4 27,17
3 24,5 4 27,17
3 24,5 4 27,5
3 24,5 4 27,5
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15.6. táblázat. Az kombinatív teszt eredményei feladatonként és évfolyam szerinti 
bontásban (százalékpont)
Képi 
fel-
adatok 
sorszá-
ma
Feladat típusa Évfolyam Átlag Szórás 
A különbségek 
szignifi kanciája
t szign.
11. Ismétléses vari-ációk
3. évfolyam 49,7 35,4
2,0 p = 0,04
4. évfolyam 56,7 33,3
10. Ismétlés nélküli variációk
3. évfolyam 41,6 31,9
2,9 p < 0,01
4. évfolyam 51,4 35,9
12. Ismétlés nélküli kombinációk
3. évfolyam 30,7 28,6
1,08 n. sz.
4. évfolyam 33,9 30,4
9. Az összes ismét-lésvariáció 
3. évfolyam 40,8 27,9
4,0 p < 0,01
4. évfolyam 52,2 29,8
8. Az összes rész-halmaz
3. évfolyam 26,8 28,7
1,9 n. sz.
4. évfolyam 32,2 28,3
7. Descartes-féle szorzatok
3. évfolyam 58,9 29,1
1,72 n. sz.
4. évfolyam 63,9 29,3
Megjegyzés: n. sz.: nem szignifi káns
A képi feladatok eredményeit felhasználva szignifi káns különbséget ta-
láltunk a nemek között a lányok javára (15.7. táblázat). Az adatokat ismét 
közelebbről szemügyre véve azonban látható, hogy a különbségek elsősor-
ban a 3. évfolyamon jelennek meg a nemek között, a 4. évfolyamon nincs 
szignifi káns különbség. További vizsgálatot igényel annak kiderítése, hogy 
a mikor alakul ki a lányok fejlődési előnye.
15.7. táblázat. Az kombinatív teszt eredményei nemek szerinti bontásban (száza-
lékpont)
Évfolyam 
(feladatok száma)
Fiú Lány A különbségek szignifi kanciája
Átlag Szórás Átlag Szórás t szign.
3–4. évfolyam (6 item) 40,3 22,9 48,8 22,7 3,75 p < 0,01
3. évfolyam (6 item) 34,8 21,1 46,4 21,7 3,62 p < 0,01
4. évfolyam (10 item) 40,7 23,9 44,9 23,3 1,31 n. sz.
Megjegyzés: n. sz.: nem szignifi káns
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Megvizsgáltuk a képi és a formális feladatok eredményei közötti különb-
ségeket is, a negyedik évfolyamos mintán a különböző tartalmú résztesztek 
eredményeit hasonlítottuk össze. Összhangban a korábbi eredményekkel, a 
képi tartalmú feladatokon magasabbak voltak a teljesítmények. Az átlag a 
formális tartalmú feladatokon 35,3% (szórás = 30,4%), a képi feladatokon 
pedig 48,4% (szórás 23,5%). A különbség szignifikáns: t(218) = 7,75 p < 
0,01. Ebben az életkorban a képi feladatok által segített konkrétan elképzel-
hető szituáció hatékonyan segítette a feladatok megoldását.
Összegzés, további kutatási feladatok
A felmérés megmutatta, hogy a kombinatív képesség mérésére korábban 
használt papíralapú teszteket minden nehézség nélkül át lehet ültetni számí-
tógépre, és ebben az esetben a számítógép alkalmazása további kiemelkedő 
előnyökkel járt. Ezek közül különös fontosságú az eredmények automati-
kus rögzítése és kiértékelése, a nagyszámú konstrukció számítógépre vite-
le ugyanis a korábbi, papíralapú tesztek esetében rendkívül költséges volt. 
A bevezető ellenőrző feladatokkal a tanulók néhány perc alatt elsajátították 
a tesztek megoldáshoz szükséges technikai készségeket, és minden nehéz-
ség nélkül használták a számítógépet. Az olyan, a számítógépes tesztelés-
ben már alapszolgáltatásnak számító megoldásnak, mint az új itemformá-
tumok és az azonnali visszacsatolás, a kombinatív gondolkodás felmérése 
során is hasznosnak bizonyultak. Az online adatfelvétel nem okozott gon-
dot, az iskolákban rendelkezésre álló eszközök megfelelőnek bizonyultak 
a felmérés céljaira. 
A tesztek reliabilitása a kis elemszám ellenére jónak bizonyult. Az a 
teszt, amelynek a digitalizálására itt sor került, eredetileg a 3–11. évfolya-
mok felmérésére készült. Az online felmérésben szereplő harmadik és a ne-
gyedik évfolyamok ennek az életkori intervallumnak az alsó végét jelentik, 
így várható volt a közepesnél gyengébb teljesítmény. 
A tesztek elég érzékenynek bizonyultak a két évfolyam közötti különb-
ség megmutatására, a fejlődés mérésére. A felmérés megmutatta a nagy 
egyéni fejlődésbeli különbségeket is. Ugyanakkor a fiúk és lányok között 
csak a fiatalabb korosztály esetében találtunk szignifikáns különbséget. 
Ezek természetének feltárása további vizsgálatokat igényel.
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A felmérés bebizonyította, hogy az online tesztek az iskolai gyakorlat-
ban a tanulók kombinatív gondolkodását felmérő, egyszerűen alkalmazha-
tó tesztek lehetnek. Ez a vizsgálat azonban feltárta a további lehetőségeket 
is, így csak egy hosszabb fejlesztési folyamat kezdeti lépésének tekintető.
A tesztek megoldása nem vett igénybe egy tanórát, így nincs akadálya 
annak, hogy a teszteket további feladatokkal egészítsük ki. Az adott kor-
osztályokban a kombinatív képesség eredeti modelljében (Csapó, 1988) 
szereplő egyszerűbb feladatok jöhetnek szóba. Ezzel sokat lehet javítani a 
tesztek reliabilitásán. Elszakadva a papíralapú tesztektől, és kihasználva a 
számítógép további lehetőségeit, más jellegű, a fiatalabb gyermekek vilá-
gához közelebb álló, autentikus feladatokat lehet készíteni. Amint a korábbi 
kutatás megmutatta (English, 1991 és Poddiakov, 2011), a tesztelést ki lehet 
terjeszteni az iskola előtti korosztályokra is. Itt hasznos segítség lehet az, 
hogy a számítógépes feladatok hangutasításokat is tartalmazhatnak.
A korábbi papíralapú fejlődésvizsgálatok egyetlen teszttel mérték fel 
a fejlődést egy kilenc évfolyamot átfogó életkori intervallumban (Csapó, 
2001). Ez szükségszerűen azzal járt, hogy a teszt nem lehetett mindegyik 
életkor számára optimális. A kombinatív tesztek továbbfejlesztésében több 
lehetőség is adódik a probléma megoldására. Lehet készíteni a különböző 
évfolyamok számára egymással összehorgonyzott, különböző nehézségű 
tesztváltozatokat. Ez a lehetőség papíralapon is alkalmazható, hátránya, 
hogy nem jelent megoldást az azonos életkoron belüli nagy egyéni különb-
ségekre. Lehet alkalmazni a multistage technikát, melynek során a tanulók 
először egy átlagos nehézségű tesztet kapnak, majd annak eredménytől füg-
gően egy könnyebbet vagy nehezebbet. Végül, ha elegendő számú feladat 
áll rendelkezésre egy feladatbankban, az adaptív tesztelés technológiájához 
lehet folyamodni.
További érdekes lehetőségeket nyújt a számítógép a kombinatív gondol-
kodás vizsgálatára a tevékenységek logolásával és a logfájlok elemzésé-
vel. A rutinszerűen alkalmazott megoldások (idő, billentyű, kurzormozgás) 
mellett esetünkben a konstrukciók felsorolásának sorrendje, a próbálkozá-
sok újragondolásának vizsgálata segíthet a tanulók kombinatív gondolko-
dásának feltérképezésében.
Végül érdemes megemlíteni, hogy ha széles körben rendelkezésre áll 
a kombinatív képesség fejlődésének mérésére szolgáló teszt, az új utakat 
nyit a fejlesztő kísérletek számára. Egyszerűen fel lehet mérni a kombina-
tív gondolkodás fejlettségét kísérlet előtt és után, akár olyan kísérletekben, 
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amelyek közvetlenül a kombinatív gondolkodás fejlesztését célozzák meg, 
akár olyanokban, amelyeknél a kísérleti beavatkozásnak a kombinativitásra 
gyakorolt transzferhatása a kérdés.
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